O czterech całkach Hermite'a. 


W swym kursie analizy (Paris 1873), mówiąc o całkowaniu przez części, 


powiada Hermite (str. 260), iż nie posiadamy sposobu bezpośredniego odnaj- 
dowania całek 


o w” J (au-bv)ż *  au+-bv 
gdzie u=zsinxc--cos«; v=sinx—xcosx, 

Dalej powiada: 
„Nous pourrions encore citer... cette intégrale 


AEE, | "ada u, ba?żda 4 
u? u’ 


-. 


f ada pis tgx | 
J [a+ (ax+b)tgx]?  a+-(ac+-b)tga ' 


dont on ne peut vérifier la valeur que par la différentiation“, 

W 1883 r. Pereira de Silva zamieścił w Bulletin des Sciences 
mathem. (t. VII, serja 2) artykuł p. t. „Sur quelques intégrales données 
dans le cours d'analyse de M. Hermite“, w którym znajduje pierwsze trzy 
całki Hermite'a. Niniejsza notatka ma na celu wykazanie, że wszystkie cztery 
powyższe całki należą do jednego typu, oraz obliczenie tych całek. Przy 
sposobności znajdziemy też kilka innych całek. 


$1. Niech będzie dana funkcja z=/(x), czyniąca zadość warunkowi 
z+z'=0. 
Rozwiązanie ogólne równania możemy napisać w postaci 


z= Asinx -+ Bcosx = Rsin(1+-0) , 
przyczym 


B 
R?= 44B? ; a=arctg 7 ; 


Niech będą prócz tego dane dwie funkcje p i q kształtu 
p=xz+z ; q=z=rz , 
Wówczas p =«z ; p =4—a«z; q=az; q'=z+-az . 


Skąd p+p'=2e ; p—p"=2æz ; qq +22 ; qg—qg=2uxw . 
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Mnożąc pierwsze i trzecie z tych równań przez zx, drugie przez z, 
czwarte zaś przez z, otrzymujemy trzy równania 


«(yty )=2y ; z(y—y )2ey.; z(y” —y)=2ey. 
Pierwszemu z tych równań czynią zadość funkcje p i q, zatym jego 
całka ogólna ma kształt 
(I) y = ap--bq=(ac--b)z--(a—bax)z = 
= Rp[zsin(c--g) + cos(c--9)] , 


gdzie p?=a?--b?, q=a—arctg | ; 


Co się tyczy dwuch drugich równań, to trzecie otrzymać możemy z dru- 
giego, kładąc w nim z’ zamiast z, gdyż z”=—z. Tak więc pozostaje właści- 
wie do zcałkowania tylko drugie równanie. 

Funkcja p jest szezególnym rozwiązaniem tego równania, możemy tedy 
podstawić zamiast y, y’, y” wartości 


pq; Py+pq; PHN Pn 


i zeałkować równanie, 


Otrzymujemy zpy +2(2p' +zp)n=0 , 
czyli a e A O's 
Skąd po pierwszym całkowaniu mamy 

TAi , 
po drugim zaś C= C+ |= 


Przyjmując p za zmienną niezależną i całkując przez części, otrzymamy 


| 2 1 z a 
E EC 23 


C z 
zatym 0q= ; py=ap--bz . 
Mamy tedy całki ogólne dla drugiego i trzeciego równania: 
(II) y =(ac-+-b)z--az' 
(II) y=(axc--b)z —az . 


§ 2. Wszystkie cztery całki Hermite'a, z których ostatnią napisać 
można w postaci 
| acos?xdx 
J [(ac--b)sinc--acosz]? * 
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de 
ra 
w których s równa się albo x, albo z, albo z, zależnie od tego, czy y Wy- 
raża się w postaci (I), (II) ezy (II). 

Zapomocą poprzedniej metody można te całki sprowadzić do kształtu 


2 
(I Je 


"sżd, 2 dæ 
Istotnie, e +|ix* 
Y yy yy 


gdzie t=2ys—y's, przyczym 


należą do typu całek 


2 


w pierwszym przypadku t= 2y — 2y T= tY 

w drugim t=—zy, 

w trzecim t=—zy . 
Zważywszy, że y =ap +-bq = Rpzeos(c--9) , 


ażdx tg(xc--9) 
Ray JP 


ada a?  xsin(x+ọ) 1 ; 
zatym j, =— — A = —— [a2—be —a(az --bz)] , 
y? yy Rpy Rei l ( ) 
xde  aq—bp 
(ap--bq)*  ap--bq 
Kładąc w tej ostatniej całce a=1, b=0, albo też a=0, b=l, albo 
wreszcie A=l, B=0, otrzymamy trzy pierwsze całki Hermite'a. Oczywista 
rzecz, że przy innych założeniach, np. przy A=0, B=l, otrzymamy nowe 
całki. 
Jeżeli w eałce (1) założymy s=z', będziemy mieli 


„ĘSĘ z? Í dx 68 
PSY” (ax+b) ay’ 


lub, ze względu na całkę (II), 


czyli (2) Rp? -Leonst. 


i zeak ka z 
[(ax+b)z+az]? (ax+b)z+az’ ` 
Kładąc w tej całce A=1, B=0, mamy czwartą całkę Hermite'a. Przy 


A=0, B=1 otrzymamy nową całkę. 
Mamy wreszcie, kładąc s=ż, z całki (1) 


(3) 
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zatym 


(4) z?dx J: Ej 
są [(ac--b)z—az]?  (ac--b)e'—az ` 


Możemy i do tej całki zastosować poprzednie podstawienia. 
§ 3. Wszystko, co mówiliśmy poprzednio o funkcjach trygonometrycz- 
nych, da się zastosować do funkcji hiperbolicznych, musimy tylko założyć, że 


z—ż'=0, 
funkcje zaś p i q czynią zadość równaniom 
p=xz—?' ; q=ie—. 
Funkcja z musi mieć wtedy kształt 


z = Asinhx +- Beoshxa = Rsinh(x +4). , 
wobec czego 
p'—p=2ż ; p--p' =2xz 


q'—q=2z ; q+-q'=axż . 
Otrzymujemy trzy funkcje 
y=ap+-bq ; y=(av-+-b)z--aż' ; y =(ax+b)z'+az , 
czyniące zadość odpowiednio równaniom 
æly"—y)=2y ; z'(y+y")=2zy' ; ayy')=2zy' . 
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